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1 Le probléme de détection

Un probléme typique de décision se pose lors de 'observation d’un patient par un
médecin. Le patient est malade ou non. Le praticient lui peut décider de la soigner,
de ne pas le soigner, d’effectuer des examens complémentaires, ou de ’addresser &
un collégue spacialiste parceque décidément ce qu’il observe ne ressemble & rien de
ce qu’il connait. On voit sur cet exemple qu’il convient de distinguer les situations
possibles (le patient est malade ou non) des actions envisagées par le praticient (rien
faire, soigner, examens complémentaires ou recours a un collégue). En général nous
formulerons le probléme de détection de la maniére suivante :

— on considére deux sources S et Sa.

— une observation z, réalisation d’une variable aléatoire continue X,

— quatre actions (décisions) : (aq) décider que c’est la source S; qui a émise x,
(az) décider que c’est la source Sa, (a3) décider que c’est I'une ou 'autre (rejet
d’ambiguité), (as) décider que c’est aucune des deux (rejet de distance).

La théorie statistique de la décision consiste & considérer que les sources S et les
observations X sont des variables aléatoires :

— la source S qui émet le signal X est tirée au hasard suivant une loi de ber-
nouilli'. S est donc une variable aléatoire discréte avec : IP(S = S;) et donc
P(S=S5)=1-1P(S=5).

— sachant Sy, la variable aléatoire X est distribuée suivant une loi normale
N (p1,01)

— g’il est émis par la source Sy, le signal X est distribué suivant une loi normale
N (p2,02)

Afin de construire une régle de décision, nous avons besoin de connaitre les couts
associés a chaque couple (source-action) :

source/action | a1 | a2 | as a
S1 0 11041075
S 1 01]02]|0,75
Tableau des couts [;;

Ensuite on calcule le risque associé a chaque décision, et on choisi I'action qui
présente le plus petit risque. Le risque dépend de la source qui & émis le signal
z. En considérant que les couts [;; sont des variables aléatoires dépendant, pour
une action donnée des diffétents sources, le risque peut s’interpréter comme le cout

Lon code 0 pour la source S; et 1 pour la source S



moyen R(a,S) = IE(l;4). Il s’écrit de la maniére suivante :

(al, ) l11]P(Sl|X) + 121][)(52|X)
R(as, ) l12IP(S1]x) + 1221 (S2]x)
R(ag, llg]P(51|X) + lzg]P(SﬂX)
R(a4, ) l14]P(51|X) + 124]P(SQ|X)
soit, en posant p = P(S1|x) et 1 —p = P(S2]x) :

R(ai,z)= 1-—p

R(az,z) = p

R(GS,x): 074p+012(1_p):012+012p

R(aq,z) = 0,75

Les risques des différentes actions sont représentés figure 1 en fonction de p.
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Fi1a. 1 — Illustration des risques associés aux différentes actions possibles et des
probabilité a posteriori associés.

On obtient alors la régle de décision suivante :

a; sip> %
D(.’E) = as si p < 1
asz sinon

Dans ce cadre, le rejet de distance a4 n’est jamais décidé.

Une maniére de résoudre ce probléme consiste a décider a4 (rejet de distance) lorsque
la densité de I'observation z est inférieure & un seuil 8 (f(z) < ). Le régle de
décision compléte dépend de p et de f(x). Elle s’écrit :

as sif(z) <B

a; sinon et si p >
as sinon et si p <
az  sinon

D(z) =

NI

Pour réécrire la régle de décision en fonction de x il faut intégrer cette régle avec la
valeur des probabilités a posteriori (figure 1). On obtient alors la régle suivante :

as sif(z)<B

a1 sinon et siz < x1
as sinon et si x > X9
az  sinon

D(z) =

En conclusion, la régle de décision s’écrit en deux parties. Les couts [;; assiciés
aux couples sources-actions permettent d’établir la dépendance entre la fonction



de décision et la probabilité a postariori. Cette derniére s’obtient & partir des loi
a priori et des vraisemblance conditionnelles ou évidences du probléme. Donc c’est
a partir de P, f; et l;; que l'on peut déduire D. Souvent la dificulté vient( de la
complexité des évidences f;.

2 Cadre théorique

Le probléme de détection se formule a partir des quantités suivantes :
— un ensemble de classes (sources) S = {s1,52,...,5k}
— un ensemble d’actions A = {ay,as,...,ar}
— un vecteur forme z € R?

— fonction cout
l: AxS — R

(a,s)  +— Ia,s)
Le probléme de détection consiste, aprés avoir observé x, & décider la meilleure
action. Nous allons maintenant reformuler ce probléme dans un cadre statistique.
Pour ce faire, on distingue le cas ot le vecteur d’observation est une variable aléatoire
continue et le cas oul c’est une variable aléatoire discréte. Considérons le cas continu.
— laloi de S est appelée loi a priori et notée IP(S;). On considére que, sans autre
information, la source est tirée au hasard suivant une loi connue.
— les lois conditionnelles de X sachant S sont appelées les vraisemblances, dont
les densité sont notées f(x|.S;) ou f;(x),
— on recherche les lois de A conditionnellement & X que I'on appelle les lois a
posteriori et que I’on note IP(s;|x).
Le probléme qui nous intéresse pour I’instant est le suivant : étant donné les probabi-
lités a priori IP(S;), les vraisemblances f(x|S;) et les couts l;;, comment déterminer
la meilleure régle de décision. On recherche donc une fonction appelée régle de
décision :
D: R — A4
x +— D(x)

Pour se faire, il faut définir le risque conditionnel d’une action aprés avoir observé
X .

K
R(a;,x) = Zl(ai,Sj)]P(Sj|X)

Ce risque est tout a fait analogue & un cout moyen.

Risque moyen associé a une régle de décision D (moyenne des couts par rapport a
toutes les sourceset de nouveau moyenne par rapport & toutes les occurences des
observations x) :

R(D) = E(R(D(X), X)) = / R(D(x),%) f(x) dx

Le probmeéle de Bayes consiste & trouver la régle de rique minimum. La solution de
ce probléme, la régle qui donne le plus petit risque moyen est appelée régle de Bayes
et est définie par :
Dy(z) = argminR(D)
D

C’est aussi la régle qui minimise les risques conditionnels :

Dy(z) = argminR(a;, x)
ie{1,L}



Démonstration : ’espérance est minimisée si I’on minimise le risque conditionnel
R(D(z),z) pour tous les x. Ce qui revient, a x fixé a choisir 'action de risque
conditionnel minimum.

Le risque associé R, = R(Dj) est appelé risque de Bayes et représente le plus petit
risque atteignable.

3 Discriminaton a deux classes : le probléme de dé-
tection

On considére maintenant le probléme de détection & deux classes (K = L = 2). Les
risques associées a chacune des décisions sont donc :
R(al,x) = 111P(51|X) +112]P(SQ|X)
R(GQ,X) = 121]P(51|X) + l22]P(SQ|X)
D’aprés la régle de Bayes, on décide a; lorsque :
111]P(51|X) + 112P(52|X) < 121P(51|X) + lQQ]P(SQ|X)
& (li1 = 121) P(S1[x) < (li2 — l22) P(S2[x)
& (i —la1) f(x|S)P(S1) < (ha = l22) f(x]S2)P(S2)
soit, en faisant I’hypothése raisonnable que ly1 < lo1 :
F(x[81) J (ha = 1) P(S2)
f(x]S2) 7 (I = lo1) P(S1)
Cette formulation présente l'avantage de faire apparaitre le rapport de vraisem-
blance qui est une statistique habituelle des décisions.

Pratiquement on est souvent amené & considérer le logarithme de ce raport et donc

a décider Sy si:
f (X|51)>
L(z) =1lo >k
) =os (753
(liz — l22) P(52)>
k=log | ——=
& ((111 = I21) P(51)

La régle de décision associée est alors :

_f oar siL(z) >k
D(x) = { ay siL(z) <k

avec

4 Discriminaton & deux classes avec rejet

On distingue deux types de rejets. Soit une observation est ambigue, non loin de la
frontiére de décision. Elle une classe ou une autre. Soit elle se situe loin de toute
observation précédente, elle est alors ni une classe, ni une autre. Dans le proemier
cas, on perle de rejet d’(ambiguité, dans le second de rejet de distance. Si le premier
cas s’accorde bien avec le théorie bayesienne, il n’en n’est pas de méme avec le
second.

4.1 Rejet d’ambiguité

On définit une action az qui consiste a ne pas décider entre les sources. Dans ce cas
les risques sont les suivants :

R(al, X) = 111P(51|X) + 112]P(52|X)
R(ag, X) = 121]P(51|X) + l22]P(SQ|X)
R(a3, X) = l31]P(Sl|X) + l32]P(SQ|X)



Supposons que les cotits l1; = lss = 0, lo1 = 1o = 1 et l3; = I35 = a. Les risques
sont alors :

R(ai,x) = P(S2]x) =1—-1P(S1|x)

R(az,x) = P(S1]x) =1 —-1P(S2|x)

R(az,x) = «

La régle de décision associée est la suivante :

ap st P(Si|x) > P(S2]x) et P(S1|x) >1—«
D(x) =< a2 siP(S1|x) < P(S2]x) et P(Sz]x) >1— «

asz sinon

Si a est trop grand, le rejet d’ambiguité az n’est jamais décidé. En effet, puisque
P(S1|x) + P(S2|x) = 1, la plus grande des deux probablités est nécessairement
supérieure & 1/2. Donc si @ > 1/2, ag n’est jamais décidé. Lorque « varie entre 1/2
et 0, le taux de rejet varie entre 0 et 100%. La régle de décision se simplifie ainsi :

ap siP(Si|x)>1—-«
D(x)=¢ a2 siP(Sx)>1—«

asz sinon

Cette régle de décision peut se reformuler en faisant apparaitre le rapport de vrai-
semblance de la maniére suivante :

P(Six)>1-a & W>l—a
& f(x]|S)P(51) > (1 - a) (f(x|S1)P(S1) + f(x]52)P(S2))
& f(x[S)IP(S1) = (1 —a)P(S1)) > (1 - a)f(x|52)P(S>)
o fES) A=) -P(5))
f(x]52) alP(51)

et donc si L(x) = log (;glgé;) la régle de décision s’écrit :
a si /:(X) > kq
D(x) =< as siL(x) <k

az sinon

avec k1 = log (%) et ks = log (%) (démonstration laissée

en exercice).

4.2 Rejet de distance hors du cadre bayésien

Hors du cadre bayésien, on peut décider qu’une observation x est a rejeter en dis-
tance g’il est peu vraisemblable qu’elle appartienne & I'une des deux sources iden-
tifices. Ce peut étre justement I’apparition d’une nouvelle source ou, en diagnostic,
I’apparition d’un nouveau mode de fonctionnement. Un test statistique permettant
de décider si une observation & été générée par une loi se construit & I’aide d’un seuil
B. Lappartenance de x a la distribution de densité f sera rejetée lorsque f(x) < 3

On obtient alors la régle de décision suivante :

ay  sif(x)<p

a1 sinon et si £(x) > ky
ay  sionon et si £(x) < ko
az  sinon

D(x) =



4.3 Rejet de distance dans le cadre bayésien

Pour rester dans le cadre bayésien, il faut se donner une nouvelle source S3 qui
correspond & tout ce qui n’est ni Sy ni Ss. Les risques sont les suivants :

R((Il, X) = 111P(51|X) + llQ]P(SQ|X) + 113P(53|X)
R(GQ, X) = l21]1:)(51 |X) + lQQ]P(SQ |X) + 123]13(53|X)
R(ag, X) = l31]P(Sl|X) + l32]P(SQ|X) + l33IP(S3|X)
R(a4, X) = l41]P(Sl|X) + l42]P(SQ|X) + l43IP(S3|X)

Comme précédemment, avec a comme cout de rejet et les couts 0/1 pour les autres
classes on obtient :

(ah ) - ]P(S]|X)
R(az,x) = 1-1P(S52[x)
(0,3, ) «a

R(as,x) = 1-P(S3x)

Si IP(x|S3) suit une loi uniforme sur le domaine des possibles, cette régle de décison
revient & la précedente.

5 Stratégies de décision

5.1 Reégle du maximum a posteriori

Une maniére typique d’aborder le probléme en faisant I'impasse sur des couts
difficiles a définir consiste & travailler avec des couts 0/1. Dans ce cas, on considére
autant d’actions que de classes et :

{0 sii#j
lij:

1 sinon

Dans ce cas :

R(a;,x Z ]st|x ) =1—1P(s;|x)

La décision de cout minimale (la régle de Bayes) est donc aussi celle qui maximise
la probabilité a posteriori des classes. Cest la régle dite du maximum a posteriori.

Dans le cas de deux classes, pour toute forme x, et en considérant les sources
codées 0 ou 1 suivant une loi de Bernouilli, la probabilité a posteriori d’une source
est donnée par la fonction suivante :

r(x) =P(S=1X =x) =E(S|X =x)
La régle de Bayes s’écrit alors :

- 1
Nl »
2.1 par exemple) Puisque IP(S;]x) + P(S2|x) = 1 la plus grande des deux est

nécessairement supérieure a %

Souvent, pour des raisons pratiques, les classes sont codées sur {—1,1} au lieu de
{0,1}. Dans ce cas, la régle de Bayes devient : Dy(x) = signe(f(x)) avec f(x) =
2r(x) — 1.



5.2 Critére « minmax »

Comment faire lorsque les probabilités a priori p nous sont inconnues? Une
technique permettant de faire face a cette situation consiste & envisager de choisir
la régle de décision qui donnera le meilleur résultat dans le pire des cas. La stratégie
de choix de la régle de décision est alors la suivante : faire apparaitre le risque comme
une fonction de p puis choisir celui dont le maxinum est le plus petit, d’ou le nom
de cette stratégie : le minmax.

Le risque moyen s’écrit alors comme une fonction affine de p :
R(D) =R(D=51)+ R(D =.55)

= / 111P(51|X) =+ llQ]P(SQ|X)dX + / 121]P(51|X) + lQQ]P(SQ|X)dX
xXER, XER>
=Ap+ B

avec

A = l11 — 122 — (121 — lll) fxeRz f(X|Sl) dx — (112 — 122) fx€R1 f(X|SQ) dx

B =ly + (o1 — l22) / f(x|S2) dx
x€ER->

La stratégie minimax consiste & annuler A (le maximum étant atteint lorsque
dR(D) _

. On obtient alors le risque suivant :
op q

Ry = log + (o1 — l22) / f(x]52) dx
x€Ro

Cette stratégie est pénalisante et couteuse , mais en contrepartie elle garantie le
risque, et ’on sait malheureusement que, suivant la loi de Murphy, « si le pire peut
arriver, il arrivera ». Une stratégie alternative consiste & considérer p comme une
variable aléatoire et & le munir d’une loi & priori : c¢’est le point de vue dit bayésien.

5.3 Le critére de Neyman-Pearson

Si 'on ne connait pas non plus les couts, le probléme se reformule comme un test
d’hypothése.

6 Probabilité d’erreur d’une régle de décision

Dans le cas de deux classes et de deux actions, la fonction de décision réalise une
partition de l’espace des formes. Appelons R1(D) la région dans laquelle la régle
de décision D choisit la classe 1. R2(D) est alors la région dans laquelle la régle de
décision D choisit la classe 2. Il y deux maniéres de se tromper : soit on décide la
classe 1 alors que x a été émise par la source 2, soit inversement on décide la classe
2 alors que x a été émise par la source 1. En considérant que S est une variable
aléatoire de Bernouilli codant la source sur 0/1 et ques les actions sont elles aussi
codées sur 0/1, la probabilité d’erreur de la fonction de décision D s’écrit alors :

P(elr) = P (D(x) # )
= ]P(XER] et 52)+]P(X€R2 et S])
= /R 1 —]P(Sﬂx)f(a:)dx—f—/ P(S:|x) f(x)dx

R2
= (1-p) /R f(@)dx +p /R f(@)dx
_ R(D) 1 2



Dans ce cas, minimiser le risque c’est aussi minimiser la probabilité de la régle de
décision. Cela, nous le verrons, nous ouvre d’autres possibilités quant au choix de
la méthode pour estimer D.

7 Le cas multiclasse

Dans le cas de plus de deux classes, il est plus pratique de traiter chaque classe
séparément en associant & chacune une fonction de discrimination ou fonction dis-
criminante, définie comme le risque conditionnel de chaque décision.

8 Le cas Gaussien

La densité d’une loi gausienne s’écrit de la maniére générale sous la forme :

1

fix) = DS exp

de méme la loi de X sachant qu’elle provient de la source S, est distribuée suivant
la loi normale N (2, Xa).

3(x—p1) B (x—p)

8.1 Deux classes de méme variance

Commencons par le cas le plus simple. Lorsque x est monodimensionnel on a :
Mz — 2 |p— 2
() [ 202/vt1|| | 202u2||
—2% + 2z — pd + 2% — 2zp® + 3
2
22 (pn — pa) — pi + i3
202

et donc
L(z) <k 2z(wm —p?)—pi+ pd < 2ko?
& z(p —p2) <K
avec k' = ko? — 1 (13 — )
Dans le cas multidimensionnel avec ¥ = 021 ou I est la matrice identité, les calculs
sont exactement les mémes. La frontiére de décision est dans ce cas I’hyperplan
d’équation :
(m1 = p2) Tx > &
Si 'on considére maintenant le cas quelconque la frontiére de décision est toujours
un hyperplan. Il s’écrit :
I\ T
(11 = p2)T7") x> ¥

~~

wT

8.2 Deux classes de variances différentes
Dans ce cas :

L) =~ m) TS () + 5= ) TS5 (x— o)

1 _ _ _ _ T 1 _ -
Sx(Z5 =27 )x + (22 s + X5 1,Ul) x+ 3 (NIZ1 Y = pg X5 1N2)
= §XTHX +wl +k

avec H une matrice, w un vecteur et k une constante. La frontiére de décision est
maintenant une fonction quadratique (cercle, elispse, hyperbole ou parabole).



8.3 K classes de méme variance

Il est alors plus utile de considérer une fonction de discrimination pour chaque classe
plutot que les rapports de vraisemblance. Pour chacune des K classes (sources) et
pour des couts 0/1, on a la fonction de discrimination suivante pour ¢ =1, K :

ST 1 .
ge(x) = (ucE71) x - E.UiTE "pe +log P(Se)
———
wT

Les frontiéres de décisions sont alors linéaires par morceau.

9 Conclusion

Si 'on connait f, P et [, tout va bien. On peut résumer la théorie de la décision de
bayes dans le tableau suivant :

cadre général cadre bayesien 2 classes et cout 0/1
fonction de discrimination risque conditionnel probabilité a posteriori
9e(%) R(ac,x) P(S1x)
rapport de vraisemblance log llzgﬂzg
régle de décision D(x) = min, R(a,x) | D(x) = max(P (5 |x), P(S2[x))
D(x) = ¢* avec ge- (x) > ge(x) D(x) = signe (log i)

On peut alors élaborer les trois stratégies d’estimation suivantes :
— estimer f, IP & partir des données dont on dispose puis en déduire la régle de
décision,
— dans le cas de couts 0/1 et de deux classes, estimer la loi a posteriori, et
appliquer la régle de Bayes (on décide par rapport a la valeur 1/2),
— estimer directement la régle de décision, souvent comme étant le signe d’une
fonction de discrimination g.
Ces trois stratgies ne sont pas si antagonistes qu’il y parait. Il existe des passerelles
permettant de passer de I'une a 'autre de ces stratégies comme le critére softmax.
Audela du point de vue statistique, il existe d’autres maniéres de formuler le pro-
bléme, comme par exemple la théorie de 'information, la théorie de 1’évidence ou
la logique floue. Loin d’étre antagonistes, ces cadre sont méme parfois complémen-
taires.

Exercices

1. Une chaine de production fonctionne correctement ou non. Pour surveiller
cette chaine on procéde a un examen préliminaire a I’issu duquel on peut
décider soit de ne rien faire, soit d’arréter la chaine soit de procéder & des
exemens complémentaires approfondis. Reformuler ce probléme comme un
probléme de décision bayésienne & deux classes. Dans ce cas & quoi pourrait

correspondre le rejet de distance ?

2. on soihaite réaliser un systéme permettant de distinguer les caracytéres na-
muscripts 1 et 7. formuler ce probléme comme un probléme de decision bayé-
sien.

3. écrire larégle du MAP dans le cas de fonctions de vraisemblance exponentielles
de paramétres \1 et Ao,




4. quel est le risque minmax dans ce cas,

5. écrire la régle du MAP dans le cas de fonctions de vraisemblance Laplace,

6. montrez que le point de vue bayesien avec une loi a priori uniforme revient a

la statégie minmax.
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