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Deux exemples

@ Diabete : nindividus et d variables

age sex .. Xg—io diab.
59 2 .. 87 151

36 1 . 92 57

AGE SEX BMI BP -+ Serum Measurements - - Response
Patient x1 2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 xI10 v
1 59 2 321 101 157 932 @ 4 49 87 151
2 48 1 87 183 1032 70 3 39 69 5
3 2 2 93 156 936 41 4 47 85 141
4 24 1 84 198 1314 40 5 49 89 206
5 50 1 101 192 1254 52 4 43 80 135
6 23 1 89 139 648 61 2 42 68 97
441 36 1 30.0 95 201 42 5 51 85 220
142 36 1 19.6 71250 1332 97 3 4.6 92 57

Table 1. Diabetes study. 442 diabetes patients were measured on 10 bascline variables
prediction model was desired for the response variable, a measure of disease progression one yes
after baseline.

@ microarray : n =38 << d=7126
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Notations

@ Moindres carrés

Cout: S(8) = lly - XBHZd: ly — &l

prédictions : i = X3 = Z X;[3;
=

X =[ xiXz..Xj..Xg |

solution :

VS(B)=0 & X'(y—f) =0 & Bu=KX X)Xy
—_——
corrélations

@ régression /4

min Z\ i ZX/@ |

Ber? i
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a propos de la régression ¢4

Le monde bo

The Gaussian Hare and the Laplacian Tortoise
Computability of ¢4 vs. ¢> Regression Estimators.

Portnoy & Koenker 1997
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le modéle de la régression

La régression d’hier de d’aujourd’hui

d
Yi:ZX/jﬂjJr& i=1,n

=1

mmoc telle que je I'ai appris | probléemes d’aujourd’hui
ngrand | n peut étre trés grand
d trés petit | d grand
n>d|n=d,n<doudjg3=0
&iid. —N(0,0%) | &idd. —PeP
n — oo | nfixé, contrbler I'erreur

probléme de sélection de modele

@ on est en grande dimension
@ il y a beaucoup de 3; =0
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la régression parcimonieuse

exemples de ce type de probleme

@ sélection de variable
statistique

@ probléme inverse - déconvolution
mathématique, géophysique

@ approximation parcimonieuse
informatique

@ compression de données - élimination de bruit
Traitement du signal

@ Théorie statistique de I'apprentissage
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la régression parcimonieuse

Trois maniéres d’obtenir la parcimonie

@ selection a priori

o test statistique
@ heuristiques

© paricmonie algorithmique

e selection de variable (forward-backward selection)
@ projection pursuit - matching pursuit et OMP
e hard & soft thresholding

© critéres parcimonieux
@ a quelle condition un critére entraine de la parcimonie ?

d est grand
nous allons nous focaliser sur les critéres
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Parcimonie et optimisation multicritere

Formulation générale : il faut régulariser

Q fidélité aux données
choisir S(8) - par exemple les moindres carrés

© régularisation : définir T(3) ; minimiser S(3) et T(3)

min S(B)+AT(B) < min S(B) avec T(B) <t

Berd Ber?

© sélection de modeéle : t la complexité du modéle
trouver f ou A

et disposer d’un algorithme efficace

@ critéres (S et T) convexes
@ parcimonie : 3j; 3; =0




Parcimonie et optimisation
ooe

Parcimonie et optimisation multicritere

Définition : Ensemble d’homogeénéité forte (variables)

bh={ic{1,.,d}| 8 =0}

Théoreme

Régulier si S(3) + AT(3) dérivable en 0 et si Ip(y) # 0

Ve >0, 3y’ € B(y,e) tel que Io(Y') # h(y)
Singulier si S(3) + AT(3) NONdérivable en 0 et si Iy(y) # 0

Je >0, VY € B(y,e) ona lp(y') = h(y)

Critere singulier = parcimonie Nikolova, 2000

Quels critéres considérer ?
convexe + singulier = ¢4
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le Lasso

Lasso et Basis pursuit

min — X332
Boge ly — X3l

d
min [ly - XB|* + A ) 18 <= d
Berd ; I avec Z 16il <t

i=1

d
min ;

— | mn ;w
avec |y~ XB|? < e

Tibshirani,1996 ; Chen, Donoho & Saunders, 1999 (Basis pursuit) ;
Donoho et al., 2004 - Tropp 2004
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le Lasso

LASSO et parcimonie

Be

{ mi,?z S(B) = |ly — XB|?
avec T(B)=|p1|+ (B2 <t

-
&
o

/ '
z s i S

L
sy

f S
2 i r","
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SVR

Support vector regression - SVR

Minimise le cout e-insensible avec une régularisation /5

§ = max(0,]y — X8| —¢)

n
min 3812+ C (& +¢
Sin, el ;@I &)
avec —ell—¢ <y—XB<ell4+¢F
et 0<¢Er 0< ¢

Vapnik, 1995

dualité variable - exemples
parcimonie par rapport aux exemples
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SVR d’aprés Smola & Schélkopf

parcimonie par rapport aux exemples
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Dantzig selector

Le Dantzig selector

min {81
avec ‘XT(Xﬂ—y)‘gell

C’est de la programmation linéaire

d
min > u

BeR? uerd P
avec —u<pg<u 0<u
et — eI < X' (XB-y) <el

Candes & Tao, 2004

pénalisation ¢ - Fidélité /., |
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Synthese des critéres

régulier vs. singulier

1 S(B) | T(B) | Régression \ Discrimination
sing. | sing./; Da”tl_zfss\fl':fcmr LP SVM
re sing./ LASSO régression
g | SIng-t LARS logistique L1
sing. | reg. /» SVR SVM
reg. | reg. (s Ridge régression logistique

Lagrangien SVM

TAB.: SVM et SVR : support vector machine et support vector
regression. LP linear programming, LARS Least angle regression

stagewise.
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Synthese des critéres

Sélection de pénalisation

d
1 .
=— Z |P(5)IP, P : un projecteur
/ [Birgé & Massart, 1995]

d
21 log(2 = )Gl +v 0 <y <1
T8 =4 /4
PP 2 +@2-gl 1<y<2
Jj=1
[Friedman, 2006]
@ p = = 2 pénalisation /5 P = identité

@ p =~ =1 pénalisation ¢
@ p =~ = 0 pénalisation /; non convexe
@ 0 < p,v <1 non convexe
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Les algorithmes

Trois stratégies de résolution

@ Approches gloutones

- contraintes actives pour les SVR

- LARS pour le LASSO
© programmation convexe - points intérieurs

- LP

- QP, SOCP second order cone programming
© approches stochastiques

- SMO pour les SVR
- Décomposition : Projections aléatoires

Mais les apporches gloutones peuvent donner le chemin de
régularisation




Parcimonie et optimisation
o] ]

Les algorithmes

Sélection de modeéle : choisir )\

min S(3) + AT(B)

QcRY
- Tantque on a pas touvé le bon A
@ choisirun )
Q min S(B) + AT(B)
Berd

© évaluer la solution

- Pour tous les X calculer systématiquement tous les 3()\)

@ N=00= [B(c0)=0
o \=0= B(0) =PBwmc

Chemin de régularisation
{B(\) | A €0, 00[}
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