ASl 3

M éthodes numeériques
pour I’ ingénieur

Résolution de systemes linéaires
par des méthodes itératives :

Jacobi, Gauss Seidel, relaxation

Résoudre un systeme linéaire
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Résoudre un systéme linéaire en itérant
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Si Ax n’est pas encore égale ab, on recommence !

tant que dist(Ax,,,b)>e  (i.e.10%?)

new?
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Osons itérer ! méthode de Jacobi
tant que dist (Ax,,,,b)>e  (i.e.10?)
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Soit D ladiagonale delamatrice 4, et G lereste :

A=D+G
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Gauss Seidel
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méthode de Gauss-Seidel

tant que dist(Ax,,,,b)>e  (i.e.101?)
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Soit E latriangulaire inférieure et F' la supérieure de la matrice 4 :

A =D+E+F
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L arelaxation

X" = (P(xold)
X" = ox™" + (1- ©)x i of 10 :interpolla tion
o > 0: paramétre derelaxation }oo = 1:daus quo

{1 ,2[:extrgpollation

Jacabi:
K= (D) Hb- (E+F)x") o = (DY Hp- Ga®)+ (L- co)x®
en multipliant par D
Dx"" = wb+ ((1- @)D~ G)x*

¥

Gauss Seidd : L
A = (D+ EY Hp- Fx™) 3 = oD+ E) (b~ Fx)+ (L )™

(D+ @EX"" = wb+ ((1- @)D - oF )x*®

Résumeé « algorithmique »
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Convergence

0 Principes généraux

ix donné
I =Cx+d

Théoréme Sl exide unha r”10rme matricidl esubordonné etdle que
Cl<1
Alors Idgorlthme ci - dessus converge pour tout x°
vers x lasolution de:
(I-C)x =d

Eléments de démonstration

- x:‘ estkun point fixe de |’ algorithme
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Normes matricielles
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Définition

Soit 4 une matrice nxm, étant donnée une norme vectorielle,
on appelle norme matricielle subordonnée, la norme matricielle

définie par :
- LH

Consequence : || || I
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Exemples

norme de Frobénius ||A||i -3 & a; =tr(A'4);

j=1 i=1
n m
|A||1 = :g]]agsz ia;lai/'| : ||A||¥ = ln;?; ?;lag,'| ;
lA”l - "A"¥ a utiliser pour le calcul !

[llustration 2d 1l

3

X

|4

2
|x| = Ax

T =

Calculez les valeurs propres de

&l 0 2%

(; =

11 1,

oA A
Et ses vecteurs propres ?

o %
1 ..
gél? ¢ 82 ¢ ¥ 2
T3 . T 3.
v=¢ls , v2=%¢ 5 7, ya=C g7
S0 ¢ 1 = € 1=




Rayon spectrale d’ une matrice

Définition : on appelle rayon spectrale d’ une matrice carrée 4,
le nombre réd p(4) tel que:

p(4)= max|2, (1)

Théoréme : 0it A une matrice nxm, alors:
2 \
|4l = p(4'4)

Corollaire : S A est une matrice carrée symétrique nxn, alors:
|A||F = p(4)

Remarque : en général, le rayon spectrale n’est pas une norme::

@ o

e0 Og

4 14, =12 0,p(4)=0

Convergence : le retour

. ; Principes généraux
i x~ donneé,

|
1= oxf v d

Théoréme .Sl exige une norme matridel e subordonné etdle que
Ic]<1
Alors I dgorithme ci - dessus converge pour tout x°
vers x la solution de:

(I-C)x =d

Théoréme : |€s points suivants sont équivalents :
* C est une matrice convergente, (i.e. C* tend vers 0)
*r(C)<1
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Résumeé « algorithmique »

M = Nx%9 4 p

Jacobi:
| M=D
Dx"™ = (b- (E+ F)x?9):{
V= b (B ) )%N=-E-F
Gauss Seidd!:
\M=D+E
D+ E)X™ = (b- Fx9):{
(DB = p- PC): i
Relaxation:
VI
GD+E)x”9W=b+(l'_mD.F)x°'d:J,[M_lfTDJrE
iN=22D.F
Convergence

Théoréme : S A est une matrice a diagonal e strictement dominante,
aors la méthode de Jacobi converge.

Démonstration
Jacoinl: o )
x =(D) (b-(E+F)x)

X2 ovd avec c=DYE+F), d=D %

lo
aij <1

ST R R

Remarque : il en est de méme pour laméthode de Gauss-Seidel




Convergence

Théoréme : oit une méthode itérative :  Mx**= Nx* + b
Si 4 est une matrice symétrique définie positive
telleques 4 = M-N aors M+N’ est définie positive
Alors laméthode itérative est convergente
Démonstration  Asymétriquedéfinie positive 0 ||, = vx"Ax
ol = -
A A A
posonsye M Ax O My= Ax
2
"x- M'leﬂA =|x- yf% = (x- ) AGx- y) A= - x Ay- ¥ Ax+ ' Ay

=l - M-y Mys y dy=lf - v (1 Ny
. 1402 2 1 _ 1
onadonc: |x- M AxlA <P "M N||A = mﬁx ||M Nx"A <1
Théoréme : Si A est une matrice symétrique définie positive,
la méthode de larelaxation converge pour : O< o < 2

|nfluence dew

-1
rayon spectral de lamatrice M N

rayon spectral




Remarques

pratique
* pas de preuve de convergence généralisée,

* on préfére larelaxation avec différents tests pour w,
* on préfére les méthodes directes,

* voir les méthodes semi directes pour les problemes de
grande taille (cf les méthodes « multigrilles »),

Conditionnement d' un systeme lineaire

Ax=b0 & oo 0 _ a3
el.0001 2px,45 &3g
examinons deux solutions
a6 o o a6 tr.=Ax-b=[0 O]
X=g s=gr yE¢oETeor r
eX2p elg eV e0g  jr,=4y-b=[0 0.0002]

r.- n|=00002 e [x- y|=2

Deux vecteurs tres différents donnent des solutions tres proches
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Conditionnement : influence du second membre

&8 10 10 105 o886 ado
¢l 5 6 1. 3. L
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N =241, =-0.007: cond(A) = 7363
r=(b- (b+3b))
= Ax - AX avec X = (x + &x)

=Ax- %) 0 (x-%)=4"% Anonsnguiée

> b Aefa |

Conditionnement

Définition : on appelle conditionnement d’ une matrice carrée A4, relatif
a une norme subordonnée, le nombre réedl x (4) :

()= [ [}

A

=

|h Aarl AN 3 1

1|c A

Remarque : )
T A A

Théoréme : S A est une matrice carrée, non singuliére (réguliére)

AxF b, A(x+3x)= b+ b Ax= b, (A+8A)(x+qx)= b
T 1% Ao
Mex M A

Perturbation du second membre Perturbation de la matrice

Un probléme est dit « bien conditionné » si % (4) est prochede 1,

il est dit « mal conditionné » si y(A4) est grand (et mal posési x(4) est infini)
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Conditi onnement

el
[ || ol

2) Alx+ax)=b+sbb sbe daxp |ade |47 |sb]

D Ax=bp [o]e]4]]P

ve Wepallfld co-faffey
Remarque : S A est symétrique, S| on note ses valeurs propres i
bbbl = =]
et donc y,(4) = I—”I
74

Dans | ‘exemple,x2(4) = 7363, |sb] = 0.0037
la borne del' erreur est del' ordrede x ,(4)|5b| = 27.2 (on atrouvé 22.5)

Comment améliorer le
conditionnement ?

Ajouter un « chouia» sur la diagonale

wo(d+ury= "
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|térations !

A = randn(n);

b= ones(n,1);
Ax=b X =A\b;
~ err = A*x-b;
X = gauss(A,b) norm(err)
err=Ax - b
A(X+dx)=b ans = 2.8246e-013
Asx=b =b- A%

dx = Aler;

err2 = A*(x-dx)-b;
norm(err2)

ans = 6.4789-014

TP - larelaxation

Lebut du TP est d' écrire un programme matlab résolvant
un systeme linéaire par la méthode de |a relaxation

x = relax(A,b,w,nite,err)
Pour cefaire, il faut étudier I’ évolution du rayon spectal
1
- mettez vous par bindome
- rédigez une page :
recto : ce que vous avez fait

Verso ce que vous en pensez
- arendre pour le 8 décembre a 17h30 (publication du corrigé)

Indices : créer un probléme test,
les fonction et

et pourraient vous simpl
et et aussi
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Propriétés

Définition : on appelle quotient de Rayleigh lafonction g ,(x)

x' Ax

q4(x) = '
x'x

Soit 4 une matrice carrée, on appelle
polyndme caractéristique de 4 le polynéme défini par :

p(n) = det(4- A1)

Lesn racines i, de ce polyndme sont les valeurs propres de 4,
v; est un vecteur propre de 4. Il existe n vecteurs v, tels que :

Av; = 1V, A, est une valeur propre de 4,
v; est un vecteur propre de 4.

Théoréme : Si A est symétrique,

ml@”\z‘ = maXq, (x)
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